Funkcionálok

A funkcionál egy olyan szabályt ír le, amely egy függvényhez számot rendel, ha például F[f] az f(x) függvény funkcionálja, akkor az F[f] értéke egy szám (ezt hívják leképezésnek is). A funkcionál értelmezési tartománya függvényekből áll az értékkészlete számokból. A funkcionál függvények függvénye. Emlékeztetőül, a függvény egy változóhoz egy függvényértéket rendel (x ( y), az operátor egy függvényhez rendel egy másik függvényt (f(x) ( g(x)). Ezért a funkcionál tekinthető a kettő ötvözésének (f(x) ( y).

Funkcionálokkal gyakran találkozunk, pl. a határozott integrálás funkcionál:
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 f(x) dx = I[f(x)]

Ez a határozott integrál az f(x) függvényhez az a-tól b-ig vett integrálját rendeli, ami egy szám.

A kvantumkémiában gyakran előforduló <|
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|> várható érték is funkcionál, mert egy adott  függvény esetén egy számot (energia) ad eredményül. A <|> is funkcionál. A variációs elv az energia funkcionál minimumának megkeresése a függvény változtatása segítségével, amikor E[] = 0. A variációszámítás a funkcionál kalkulus egy ága. Egy funkcionál szélsőértékének meghatározása általában lényegesen nehezebb feladat mint egy függvény szélsőértékének meghatározása. 

Egy funkcionál differenciálja (variációja) az F[f+f]F[f] változásnak az a része, amely lineárisan függ f(x)-től. Nagyon kis f(x) esetén felírható: 

F = 
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ahol, 
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 az F[f] funkcionál deriváltja f-re nézve az x pontban. Ez az egyenlet egy szabály, amely megmutatja, hogy f(x)-ből hogyan számítható ki F, ami egy szám. A fenti egyenlet egy folytonos F(f1, f2, …) függvény teljes differenciáljának, dF = (i ((F/(fi) (fi, általánosítása. 

A funkcionál derivált meghatározásának egy lehetséges módja az, hogy az F[f+f]F[f] kifejezést f(x) szerint sorba fejtjük és csak az elsőrendű tagot tartjuk meg. Az alábbi eljárás alkalmas a funkcionál derivált meghatározására:

Lim((0) [(F[f+g]F[f])/] = 
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ahol g(x) tetszőleges függvény. Ha g(x) = delta függvény ((x-x0)) akkor a képlet a F/f(x0) kifejezésre egyszerűsödik. Egy F[f] funkcionál deriválható, ha F/f(x) létezik a fenti egyenlet szerint. A funkcionál derivált a függvény deriváltakhoz hasonló tulajdonságokkal rendelkezik (összeg deriváltja a deriváltak összege, szorzat deriválás, közvetett függvény deriválása).

Példák. Számítsuk ki a Thomas Fermi kinetikus energia funkcionál deriváltját:

TTF[] = CF 
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5/3(r) dr

Ekkor

TTF[] = CF 
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[5/3(r) + 5/3 2/3(r)  + …]dr

= TTF[] + 
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CF 5/3 2/3(r)  dr + …

Ebből következik, hogy

 TTF[] / (r) = CF 5/3  2/3(r)

Vizsgáljuk meg a következő funkcionált:

J[] = 
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(r1) (r2) dr1 dr2
Ekkor

J[(r1)] = 
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[(r1) + (r1)] (r2) dr1 dr2

= J[] + 
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 (r2) dr2 (r1) dr1
Ebből következik, hogy
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Most vizsgáljuk meg, hogyan tudjuk egy F[f] funkcionál minimumát megkeresni, feltéve, hogy az f(x) függvény a határokon eltűnik. A szükséges feltétel:

F = 
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bármely tetszőleges, de kicsiny f(x) változtatás esetében. Ezzel ekvivalens az, hogy az f(x) függvény teljesíti a
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feltételt. Ez az Euler-Lagrange egyenlet, amely a szélsőérték létezésének szükséges feltétele.
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