Csonka Gébor Siirtiségmatrixok

Az elektronsiir iiség

A Scrodinger-egyenlet megoldéasakor kapott N eektronos hullamfuiggvény, Y n(X1, X2 ... Xn),
ismeretében elméletileg barmely fizikai mennyiség vé&rhaté értéke meghatédrozhatd (a
rendszerre vonatkozO oOsszes informéciot tartalmazza). x az r térkoordinddk és az s
spinkoordinata egytittes jel6lésére szolgdl. A tér ry pontjdban ar (r) elektronsiiriiség definicio
szerint a kovetkezo:

r(ry) = Nc\)c\) YN(rlsl, X2 ... XN)Y*N(I'lsl, X2 ... XN) ds; dxs ... dxy (1)

ez a térfogategységre es6 elektronok szama az r1 pontban és annak az eseménynek a val 6szinlisége,
hogy az ry pontban elektront taldlunk. Azért mert a 'Y n(X1, X2 ... Xn) hulldmfliggvény norméja 1 az
elektrongliiriiség teljes térre szamitott integralja megadja a rendszer elektronjainak a szamét:

c\) r(ry)dri =N 2

Az dektronsiiriség egy 3 Valtozos, rontgenszérds Kisérlettel meghatérozhat6 fizikai
mennyiseg (ezért a szdmitasok eredménye kisérletileg kozvetlenul ellendrizhets). Az
elektronsiiriseg pozitiv definit, a magoktol tévol aszimptotikus viselkedésii. A magok helyén
az elektronsiiriiségnek csicsa van, maximuma van, itt az eektronsiiriseg gradiense nem
folytonos (Kato-tételek). A rendszer toltésének eloszldsét az eektronsiriiség jellemzi
(multipélmomentumok).

A siiriisegmatrixok
Az N elektronos rendszer N-ed rendii siiriiségmatrixa:

N1, X2 e XNy X, X2 oo XN) © YN 1, X2 oo XY N(Xes X2 ... X) (3)
X1, X'2 ... X'ny €5 X1, X2 ... XN Kkét egyméstol flggetlen index készlet, amelyek segitségével a
szémitasok elvégezheték. Ezekre ezért gy tekinthetink mint egy métrixra. Diagondlis

elemrdl beszéliink akkor, hax’; = x; minden i-re.
Ekkor

g\](X]_, X2 ... XN, X1, X2 ... XN) ° YN(Xl, X2 ... XN)Y*N(Xl, X2 ... XN) (4)
ami a Schrédinger egyenlet megoldasaval kapott valdszintiség eloszlas.

Az N elektronos rendszer p-ed rendii redukélt siiriiségmétrixa (tiszta allapot):

B(X'1, X2 ... X'p, X1, X2 ... Xp) =

aNoO, . o ,
piO"O (X1, X' 2 oo X'y Xp#d «oe XNy X1, X2 oot Xpy Xpt1 «+o XN) OXpsq ... OXn (5)
2}

A mésodrendi siirtiségmatrix:

gZ(X’l, X 2, X1, XZ) = M c\)

c\) YN(X’l, X’z, X3 ... XN)Y*N(Xl, X2, X3 ... XN) dX3 dXN (6)
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A masodrendii siirtiségmétrix diagondlis elemének kétszerese 2 go(X1, X2, X1, X2) megadja annak az
eseménynek az egylttes valdsziniségét, hogy az r, pontban s; spinnel és az r, pontban s,
spinnel elektront taldlunk:
P(Xl, Xz) =2 gz(Xl, X2, X1, Xz) =
N(N- 1) CC YN(Xl, X2, X3 ... XN)Y*N(Xl, X2, X3 ... XN) dX3 dXN (7)

Ezért a mésodrendi siiriisegmétrix diagonalis eleme alkalmas az elektron-elektron taszitds Ve
operaoranak varhat6 értéke kiszamitasara:

< 1 1..1
<\7€e> = mri gz(Xl, X2, X1, Xz) Xm dXz = E mri P(Xl, Xz) Xm dXz (8)
12 12
ahol az ¥ szorzéfaktor segitségével kerlljik el, hogy a kolcsdnhatdsokat duplédn szamoljuk.
Az elsérend siirtiségmatrix:
gl(x’l, Xl) = Nc\)c\) YN(X’l, X2 ... XN)Y*N(Xl, X2 ... XN) dXz dXN (9)

A dsdrendi siiriiségmétrix diagondlis deme qi(x1, X1) megadja annak az eseménynek a
valoszintiségét, hogy az r1 pontban s; spinnel elektront taldlunk.

Az els6 dsérendii siiriisegmatrix a kinetikus operdtoranak energia varhat6 értéke kiszamitasara
alkalmas az aldbbi képlet szerint:

(T)=¢ [-; N2 @u(X 1, X0)lx1=xa OXa (10)
Vegylk észre, hogy
norma g (X'1, X2, X1, X2) = 00 %(X1, X2, X1, X2) dXq dXz = N(I\;l) (11)
és
norma gi(X'1, X1) = ¢ Gu(Xa, X1) dxg =N (12
valamint
h(X 1, X1) = N 10 B(X' 1, X2, X1, X2) AX2 (13)
Az egyelektronos operéorok varhat6 értéke:
(6,)=norma (0,99 = ¢¢ [Ox(x1, X'1) Gu(X'1, X1)] dxy AX'y (14)

ha csak a diagondlis elemeket vesszik figyelembe (X'1 = X;) (alegtobb operétor esetében ez
megtehets, pl. mint fent a kinetikus energia operatora esetében):
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<Ol> = O [Ou(x2) qu(X' 1, X)]x1=xa OXa (15

A szamunkra fontos minden kételektron operétor felirhat6 a diagonélis elemek (X'1 = X1, X'2 =
X2) Osszegekeént és a varhato értéke:

(0,)=norma (0,90 = (¢ [Oa(X1, X2) GX'1, X2, X1, Xo) w1 =x1,x 2= x2 AX1 0Xz (16)

A Hamilton operator vérhato értéke:

E= norma(H on) = E[q1, @] =
=0l ; N2+ W(r))au(X' 1, X))l 1= dxo + C‘ﬁrigxxb Xo, X X)) dxde - (17)
12

A spint nem tartalmazo siiriségmatrixok
Sok fontos operator nem tartalmaz spin koordindtékat (elektrontaszitas, Hamilton). Bontsuk az Xi
koordinatét két részre pl. x; = r1S; (térbeli és spin koordinatak szorzata) és definidljuk az elss-
és masodrendii spin mentes siiriiségmatrixokat.
Az elsérendii spinmentes siriisegmatrix:
Fa(r's, r) = Q &1y, risy) dsy =
= Nc\)c\) YN(r’lsl, Xo ... XN)Y*N(I'lsl, Xo ... XN) dSl dXz dXN (18)

afoétlo elem pedig:

I‘l(l‘l, r]_) = Nc\)c\) YN(rlsl, X2 ... XN)Y*N(I'lsl, X2 ... XN) dSl dXz dXN:
= NQO-O IYn(rsy, Xz ... xW)F dspdxa ... dxy=r (1) (19)

ami éppen az r; pontban szamitott elektronsiiriaség: r (I ).

Az mésodrendii spinmentes siiriiségmatrix:
Fo(l's, "2, 1, 12) = OO B 1S 2%, 1181, I2%) dsy ds, =
_N(N-1) . . , , *
= ?OO YN(I' 1$1, I 2, X3 ... XN)Y N(rlsl, IS, X3 ... XN) dSl dSdeg dXN (20)

amibdl kovetkezik, hogy

rar's, ri) = N- 1(\) ro(r's, 'z, r1, r2) dro (21)
és
N(N-1) . .
I’z(l’l, Io, I, I’z) = ¥OO |Y N(rlsl, IS, X3 ... XN)l2 dSl dSdeg dXN (22)

2
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Az eektronsiiriiség az r1 pontban kifejezhet6 az elsé és a masodrendii spinmentes redukalt
stiriségmatrixokkal:

r(r)) =ra(ry, ro) = O r2(rs, ra, ry, ry) drp (23)

N-1
Az energia képlete a redukalt sirtiségmaétrixokkal:

E= E[ra(rs, ro), ro(ry, ra, r, r2)] =

N 1 N ) NN 1
o) [(-ENZ +V(r))ra(r'e, ro)lra=rdry + mrrz(rl, I, 1, rz) drodrp=
12

N N 1
= c\) [- N2 I’l(l"l, rl)]r'l:rl dl'1+ O V(I'l) I’(I’l) dl’l + CDrl'z(l'l, Io, I, I’z) dl’l dl’z (24)
12

N

Ennek a képletnek elsd eleme reprezentdlja az elektron kinetikus energigjat (T), a mésodik
eleme az elektron és a mag vonzas potencidlis energigjét (Vrne) €s a harmadik eleme (V) az
elektron-elektron taszités potencidlis energigjat. Ezzel a képlettel nem lehet kozvetlentl
szdmolni, de csupén két elektron hat koordindtgjatol fligg, és ez a teljes elektron energia
egzakt kifejezése a spinmentes redukélt siiriiségmatrixokkal.

A cserélédési-korrelacios lyuk, par-korrelacié

Az energia képlet elst két eleme megfeleléen szdmithatd, a legnagyobb nehézséget az
elektron-elektron taszités kiszdmitésa okozza. Forditsuk figyelminket erre a tagra. Ha tisztan
klasszikus fizikai meggondolésokat alkalmazunk egy adott r (r) elektroneloszls On-taszitésa a
kovetkezoképpen irhato fel:

Jr@r)] = ;c‘x‘)rir(rl) r(rz) drydry (25)

Az Y szorzo faktor azért szilkséges, hogy minden kolcstnhatast egyszer szamitsunk. Ha ezt
Osszehasonlitjuk a harmadik tagban szereplé elektron-elektron kolcsonhatdssal, lathaté a
hasonldsag. A két tag megfeleltetheté egymésnak, ha bevezetjik a par-korrelécios figgvényt,
h(l’ 1, I’z):

ro(ry, ra, 1, r2) = ;r (ry) r(r2)[1+ h(rq, ro)] (26)

Ez a szimmetrikus pér-korrelécios fuggvény magaban foglalja az 6sszes nem klasszikus
effektust.
Kordbban megmutattuk, hogy:

2

N-1

r(ry) = O r2(rs, ra, ry, ry) drp (27)

Helyettesitsik be a parkorrelaci6s fliggvenyt:

N-1
r
2

(ry) = ; O r(ry) r(ra)[1 +h(ry, rz)] dro
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N-1
2

r(ry) = ;r(rl)c‘) [r(rz2) +r(r2)h(ry, rz)] dr2

N-1
r

5 (r) = ;r(rl)[N + O r(rah(ry, ro) dry (28)

Ebbdl kévetkezik, hogy
O r(rah(ry, r) dro=-1 (29

ami érvényes barmely ri-re, vagyis a klasszikus elektrontaszitas és kvantum elektron taszitas
kilonbsége pontosan —1-et ad kiintegrélva. Ezt a fontos szabalyt (0sszegszabdly, “sum rule”)
mésképp is megfogalmazhatjuk (Slater 1951) ha az r; pontban elhelyezett elektron korli
cserélédési-korrelaciés lyukat igy definidljuk:

Mxe(rs, r2) =r(r2)h(ry, ro) (30)
Tovabb alakitva:
1 1..1
V%:Wr Fa(ra, o, ry, rz) drodro = Jr(ry] + 500 ' (r1) rxe(ra, 1) dradrp (31)
12 12

A par-korrelacios fuggveny illetve a r(r1, r2) felhaszndlhatd a 2-es elektron valdsziniség
eloszldsénak jellemzésére. Vizsgaljuk meg annak az eseménynek a feltételes valosziniiseget,
hogy a 2-es elektront r, pontban taldljuk feltéve, hogy az 1-es elektron az r, pontban van (ott
rogzitjuk):

PO (ro| 1) =21 o(ry, 2, r1, 1) /1 (re) =r(r) r(ra)[L+h(ry, r2)] /r(ry) =
=r(rg) +rx(rs, ra) (32

A feltételes valosziniiseg megkaphaté az elektronsiriseg és a cserélddési-korrelécios lyuk
Osszegeként.
A spinmentes siiriisegmatrixok
Alkalmankeént szilkséges, hogy a spinmentes siriiségmétrixokat olyan komponensekre
bontsuk, amelyek a killonb6z6 spinekbdl és spin szorzatokbdl adddnak. Ez barmely ry ésr’y
€z ag spinre nézve diagondlis (aa ill. bb) elemeinek dsszege, azaz:
ra(r's, r1) = au(r'aa, r1a) + qu(r’1b, rib) = r22(r'y, ro) +r.°°(r'1, ra). (33)
Az egyenlet jobboldala mutatja a késébbiekben alkalmazott jelblést. Har’ s =ry =r:
r28(r,r)=r&(r)

r°°(r, r) = r°(r)
ra(r, r)=r(r) =ra@r) +r°r) (33)
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vagyis az elektronsiiriiség a két spin siiriiseg dsszege. Ha két spin elektronsiiriisége nem
egyezik meg, spin polariz&ciordl beszéllink és a spin siriseg:

ra(r) - r°(r) (34)
nem nulla
A Hartree-Fock egyenletek siiriisegmatrix alakban

Ha a siriisegmétrixokat egy determinansbdl szarmaztatjuk (Dirac-Fock siiriiségmétrix) az
alakjuk nagyon egyszerii lesz:

gl(x’l, Xl) = Nc\)c\) YHF(X’l, X2 ... XN)Y*HF(Xl, X2 ... XN) dXz dXN =
N
=a JilXa) ] *i(x) (39)

i=1

ahol j i-k az ortonormélt spin palyak és

YHF(X’l, X2, X3 ... XN) = (36)

() a0) Tk

Fejtsiik ki determinanst az elso sora szerint és haszndljuk ki, hogy az X ... Xy Szerinti
integrélas két N-1 elektronos Slater determinans szorzata, amely (N-1)!-t ad ha a palyak
mindkét oldalon azonosak és nulld minden mas esetben. gy a szamlaloban N (N-1)! lesz, a
nevezében pedig N! ezért ez csak egy 1-es szorzéfaktort ad.

A mésodrendii siiriiségmétrix hasonl6an szarmaztathat6 az elso két sor kifejtésevel:

100,(x;, %) a,(x,.%)

B(X'1, X' 2, X1, X2) = 20,¢,.%) g%, %) =[(X' 1, X)) (X 2, X2) - (X 1, X)G(X 2, X1)]/2

(37)
A szimmetrikus elsérendii redukalt siiriisegmétrix Kiintegrélasa N-et ad:
O %X, X1) dx1 =N (38)
A HF energiakifejezhet6 els6 rendii redukalt siirtiségmatrixokkal :
Eve= O [-;NZ QX 1, X0)]1 0 O+ () V(Xe) Gu(Xe, X) kg +
= ooé (005, X2)(e, %) - Gule, X)Gh(xe, X1)] ey ez (39)
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spinmentes redukdlt siriiségmatrixokkal kifejezve:

2r9(f1, T, F1, 1) =1 (ra) 1 (ra) - [r1®3(ra, ra) r123(ra, ra) +r1°°(ra, ra) ra"°(ra, r1)]

\ 1 | ) \
Eve= Q) [F=SN?ro(r's, ro)lea=radrat @y V(re) ra(ro,re) dry +
0] 2 0]

+ 1 C\I\)i r(ry) r(rz) drydrs
24,
1..1
- 00" [r122(ry, r2) r1®3(ra, ra) - r1°°(re, r2) r1°°(ra, ry)]dry dry (40)
12
ahol
1eo
T[I’l] :[-EN I’l(l' 1, rl)]r'1=r1 dl’l (41)
VeI 1]= @ W(ra) r(ra) drq (42)
1..1
Jri] = Ecx)rr(rl) r(rz) drydry (43)
12

1..1
KIral= 2 00 [ra(ra, ra) ra®(rz, o) + r1”(rs, r2) r1°°(rz, ro)]drodrp  (44)
12
Zarthéji molekuldk esetében r 122(ry, o) = r1°°(ry, ra2) = r(ry, ro)/2. Ezért
1..1
K[I’ 1] = Z w r 1(I’1, I’z) r 1(I’2, I’l) dl’l dl’z (45)
12

Kordbban felirtuk a cserél6dési korrelacios lyuk segitségével az elektron-elektron
kolcsonhatas cserél6dési korrel&cios részét:

1

N\ 1
Ecx)rr(rl) I x(r1, rz) drodrs (46)
12

Ezt kozeliti aK[r 1] fenti kifejezése. Vizsgdljuk meg milyen az r (1, r2) alakja

1..1 1.1
00 rarL r) rarz, r) dradra= Z A0 r(ra) rxc ' (1, r2) drodro
4T, 20,
-[ra(ra, r2)]* =21 (ry) rxe" (ra, 12)

[r l(rl’ rZ)]2

o) T Fxe ! (FL, 12) =1 (11, T2) (47)

Ebbél sz&rmaztathaté a HF parkorrelé&cios fuggvény:

HF - [I’ 1("1"’2)]2
h (r]_, I’z) = - W (48)
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Ebbdl az kovetkezik, hogy a “korrelécid” csak az azonos spinii elektronokra vonatkozik,
mivel a spin integracio nulla ad a qu(X1, X2)ah(X2, X1) integrdlasakor ha az 1 és 2 elektron
eltéré spinii. A fenti alak( r"(r1, ro) elektron lyukat cserélédési lyuknak hivjuk. Erre a
lyukrateljesiil az 6sszeg szabdly:

O M (re, r2) dra=-1. (49)

Tekintsik &t roviden, milyen jellegt hiba adddik a HF kozelitésbsl. Egy kivalasztott, a tobbi
elektron terében mozgd elektron kozvetlen kornyezetében a tobbi elektron siriisége
lecsokken, egy lyuk képzédik. Ez alyuk két komponensre bonthat6: a Fermi-lyuk (cserél6dési
lyuk), amely az azonos spinii elektronokra vonatkozik, pontosan nulla elektronsiriiséget
eredményez a kivllasztott elektron helyén és integrdlasakor -1-et ad. A Coulomb-lyuk az
elektronok Coulomb-taszitésabol adodik, és a tobbi elektron siriiségét spintdl flggetlendl
csokkenti a kivalasztott elektron kordl, integrédlasakor nulld kapunk. A HF médszer a
determindns alaki hullamflggvény segitségével a Fermi-lyukat jol leirja - pontosan nulla a
valosziniisége két azonos spinti elektron egybeesésének - de a Coulomb lyukat nem, mivel
barmely pontban a tébbi elektron &tlagos siiriisegével szamol, ezért nem tudja az elektron
helyén bekovetkezé Siirtiség csokkenést figyelembe venni.

A Fermi-lyuk szemléltetésére egy kételektronos triplett &lapotl rendszer megfeleld.
Helyezzik két kulonbdzé pdlyéra (j 1-re ésj o-re) a két elektront azonos, a spinnel. A HF
determinans hulldmflggvény, Y (r1s.,r2S), a kovetkez6 alaku lesz:

Y (risurzs2) = 27 a(s) a()[j 1(ra) j 2(r2) -j (r2) j 2(ra)]. (50)

Annak valosziniisége, hogy az egyik elektront az r; pontban a mésik elektront az r, pontban
taléljuk, a|Y [>-bdl kiszamithato:

IY|?=

la(s)Fla)P [ Wr)FP i 2r2)F - 2§ 1(ra) j 2(r2) j 1(r2) j 2(r2) + i 1(r2)P i 2(ro)F] (51)

Megjegyzés. a képletben a pdlydkat valosnak tekintettik, komplex palyék esetén a komplex
konjugéltakat jeldlni kell. Har; = ry, akkor kénnyen beldthatd, hogy Y ° = 0, vagyis a két
elektron azonos térbeli pontban vald megtaldasanak valoszinisége nulla. Ehhez a
hullamflggvény antiszimmetrigja elegendé volt, a Coulomb-taszitas sehol nem jelent meg. A
val6sagban a Coulomb-taszitést is figyelembe kellene venni, de parhuzamos spinti elektronok
esetében ennek hidnya kevésbé zavard, mivel a cserél6dési lyuk a meghatérozo.

Most vizsgdljuk meg azt az esetet, amikor egyetlen pdlyan, j 1, ké elentétes spinii elektron

taldhatd, a(s;) és b(s). A HF determinéans hullamflggveény, Y (risi,r.s,), a kdvetkezé alaka
lesz:

Y (risuras) =22 1(r) j 1(r2) [ a(sy) b(s) - a(s) b(sy)]. (52)

A |Y >-b3l ismét kiszamithaté annak valészintisége, hogy az egyik elektront az r, pontban a
maésik elektront az r, pontban taldljuk s; = +1/2 és's, = -1/2 spinnel:

IYI2= [ (ro)l* [ a(r2)l 772 (53)
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Az Osszetett esemény valosziniisége a két egyedi esemény valdsziniiségének szorzata. Ez
alapjan egyértelmii, hogy az ellentétes spinti elektronok mozgésa egymastdl fliggetlen, mas
kifejezéssel élve nem korreldlt. A valdésagban ezzel szemben a Coulomb-korrelécio
megakaddlyozza, hogy két ellentétes spinii elektron tul kozel kerlljon egyméshoz. Ezt a
jelenséget hivjék elektronkorrelacidnak.

A HF mddszer a hidnyz6 Coulomb-korrelécié miatt tul kdzel engedi egyméshoz az ellentétes
spini elektronokat. A hidrogén molekula HF médszerrel szamitott elektronsirisége tul kicsi a
magokban és tdl nagy a kotés kdzéppontjaban. Altalaban megfigyelheté HF szamitéasok sorén,
hogy kovalens kotések esetében a két atom kozotti tulzott elektron koncentracio a kotések
réviduléséhez, a molekula 6sszezsugorodasahoz vezet. Disszociaciokor pedig a HF mddszer
tul ionossa teszi a molekulakat, ami a madszert ilyen jellegii vizsgalatokra alkalmatlanna
teszl.

A siiriiség funkcional egyenletek felirdsanak alapjai

A 24. egyenletben kifejeztik az elektron kinetikus energigjét (T), az elektron és a mag vonzas
potencidlis energidjat (Vne) €s az elektron-elektron taszitas potencidlis energigjat (Ves). Mint
emlitettik a 24. egyenlettel nem lehet kdzvetlenll szamolni, a 47. egyenletben bevezetett
kozelités segitségével ez a probléma megoldédott ugyan, az elektronkorrelécio
elhanyagolasdval de annak valdszintisége, hogy az egyik elektront az r; pontban a masik
elektront az r, pontban taldljuk ellentétes spinnel nem nulla, hanem a két megtalaasi
valosziniiség szorzata. Ez hiba, hiszen a Coulomb taszitas végtelen lesz, azaz a két elektron
nem, vagy csak nagyon kis valosziniiséggel fordulhat el ugyanabban a pontban (I&sd on top
hole density). Hogyan lehet ezt a hibat kiklisz6bolni?

A teljes energid ugyanugy irhatjuk fel, mint a HF mddszer esetében, csak most ne
hanyagoljunk el semmit, térjink vissza a 24. egyenlethez. Ekkor az elektron energia:

E=T+Vie+ Ve (54)

T és Ve kiszdmitédsa megoldhatd, (Iasd 24., 41., 42. egyenlet) a nehézség a harmadik tag
Kiszamitasabol adodik. Ve tovabb bonthatd:

Vee=J+ Eyc (5%)

Jpl. a43. egyenlet analogigjaval kiszamithato. igy a fé6 nehézségiink a Exc meghatérozasabol
adodik (Az Ex elvileg kiszamithat6 a HF mddszer mintdjara, és igy mar csak a korrelacios
energia, Ec, lenne ismeretlen. Ezt az utat azonban eddig nem sikertilt kdvetni, mivel az egzakt
korrel&ciot nem tudjak jol kiszamitani az elektronsiiriisegbdl. Lasd késshb.).

Vegyuk észre, hogy a Ve és a J explicit funkciondljai az elektronsiiriisegnek (42. és 43.
egyenletek). Azt is feltételezhetnénk, a T és az Ex. nem hatarozhaté meg az elektronsiiriiség
segitségével, mert kiszdmitdsukhoz szilkség van a sirtiség métrixra (41. egyenlet) és a
feltételes valdsziniségekre (32. egyenlet). De ez a feltételezés téves, ugyanis a Hohenberg-
Kohn tétel [P. Hohenberg, W. Kohn, Phys. Rev. 136 (1964) B864.] kimondja, hogy egy valés
sok-elektronos rendszer alapallapoténak energidga egy dlandd kilsé v(r) potencia
jelenlétében egyértelmii  funkciondlja az elektronsiriisegnek (egy additiv  konstanst
leszamitva). A 24. egyenlet ezért igy irhato fel:

E[r (r)] = @ W(ra) r(ra) dro+ Hr(ry)] (56)
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Ahol Fr(r1)] = T[r(r1)] + Jr(ro)]+ Exdr (r1)]. A Hohenberg-Kohn téel biztositja, hogy a
F[r(r1)] funkciond létezik, de nem mond semmit annak az alakjardl, emiatt a Jr(rq)]
kivételével a tagokat valahogy kozelitenink kell. Ha az elektronok szama két kulonbozo
potencidll rendszerben azonos, akkor ennek az a kdvetkezménye, hogy az Fr (r1)] funkciondl
azonos, afunkciondl univerzilis.

A Kohn-Sham egyenletek

A Kohn-Sham médszer aapétlete tadn az aldbbi modon értheté meg legegyszeriibben:
Készitslink egy altalanositott operétort, ahol az elektronok kozotti kdlcsonhatés tetszélegesen
véltoztathatd, kikapcsolhato, vagy teljesen bekapcsolhatd. Haszndljuk a Kinetikus energia
operaora, amelynek az alakjat ismerjik, és képezziink egy masik operatort az elektronok
kozotti kdlcsonhatas szdméra, amelynek az alakja ismeretlen. Operatorunk ekkor a kdvetkezo
alakot veszi fel:

T+IV,. (57)

A | -& az elektronok kozotti csatolasi konstansnak hivjuk, ha nulla, akkor kikapcsoljuk az
elektronok kolcsonhatasét, ha 1 akkor teljesen bekapcsoltuk. Minden egyes | érték mas més
operaort hat&roz meg. Képezzink egy N-elektronos hullamfliggvényt amelyet a Hohenberg-
Kohn tétel Levy-féle felirasa alapjan kaphatunk meg [M. Levy, Proc. Natl. Acad. Sci. USA 76
(1979) 6062.] egy minimalizdlasi eljaras segitségével, ezért jeloljik Y™ -val, ez
hullamfuiggvény egyszerre minimdlja T +1V_ vé&haté értéké és megadja az egzakt
elektronsiiriiséget. igy felirva az univerzalis funkciondlt a kovetkezd egyenletet kapjuk:
e ’,111111.)\ T ) ‘, l!lllm')\"‘_.

F[p] = (U™ T + AVee | 0 (58)
Hal = 0 akkor nagyon egyszerii megoldani a Scrodinger egyenletet, csak két operdtor marad,
akulss potencid és akinetikus energia operétora. A megoldés a kovetkez6 alaku lesz:

{—%Vz + tr(r)} ;i (r) = €;0(r).
) (59)

Itt az fi-k a az egy elektronos hullamflggvények, amelyekbél egy Slater determinans
képzlnk, és a fenti egyrészecske egyenletekbdl nyerjik ket (kissé hasonldéan a Hartree-Fock
mabdszerhez, de a helyzet itt még anndl is egyszeriibb, mert teljesen hidnyzik az elektronok
kozotti kolcsonhatés). Az univerzdlis funkciondl ebben az esetben egyszeriien a nem
kolcsonhatd rendszer kinetikus energigja (TJr]-val jeldljuk a nem kdlcsonhatd kinetikus
energia funkciondlt):

N

Folp] = Tilol = —5 D> _(0:V?|d),
T =l (60)

Ahol az elektron siiriiség:
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N
rm=alfi()’ (61

Kohn és Sham feltételezte, hogy barmely valds, teljesen kolcsonhat6é (I =1) rendszer
esetében mindig Ié&ezik olyan nem kdlcsonhaté (I =0) rendszer, amelynek ugyanaz az
elektronsiiriisége. Az univerzdlis funkcionalba beirva nem kélcsdnhatd kinetikus energiét a
kovetkezot kapjuk:

Fir] =Tdr] +Jr]+ Esxdrl, (62)
ahol J az elektron-elektron Coulomb-taszités, Esx[r] a nem kdlcsdnhatd rendszer cserélédési
korrelacids energidja, ami kompenzdlja a T4Jr] eltérését a valddi, kolcsonhatd kinetikus
energia T[r] funkciondltol. Formalisan Ggy definidlhatjuk, hogy:

Esxr] =T[r]-Tdr] + Ex]r] (63)

A variéciés elv alkalmazésa utan, minimalizalassal (dE/dr = 0) megkapjuk az energia
funkcionalt:

E[r]=¢ Wr) r(r)dr + Tdr] + Jr]+ Esx]r]. (64)
L T (nr(r) o , .
A J kiszamitasa, J = EOWO' rdr', nem okoz nehézséget, viszont a Ts €s a Exc

kiszdmitésa tovébbi megfontolasokat igényel. Kohn és Sham (KS)! 1965-ben a HF
egyenletekhez hasonlé alakra hozta a DFT egyenleteket, az egyetlen kilonbséget a
cserél6dési korrelacios potencidl bevezetése jelentette (vue(r) = dEx][r (r)]/ dr (r)), amely a
cserél6dési korrelécios energia funkciondl derivaltja:

{_—W ch + vxe(r) | di(r) = €:di(r),

| r—
(65)

Ezzel az elektronkorrelaciét is magdban foglald KS potencidllal a HF mbdszerhez hasonldan
Onkonzisztens mbdon meghatarozzék a KS palyakat. Minden iterécios |épésben Ujraszamitjék
a Vy(r) potencidlt egy alkalmasan megvélasztott Ey[r (r)] funkciond segitségével. A KS
DFT szdmitasigénye kisebb lehet mint a HF modszeré. De nagyon fontos kilonbség a két
mobdszer kozott, hogy a KS egyenletek elvileg egzaktak, ha az egzakt Ex][r (r)] funkcionalt
hasznaljuk.

Két elektronos rendszerre viszonylag egyszeriien bemutathaté a KS potencidl, v<°, alakja
Induljunk ki a KS egyenletekbdl:

R v (0] =i, (66)

Ahol V[T (1)] = Vaud(r) + q% dr'+ Ve [r].

11
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Alapallapotban csupén egyetlen kétszeresen bet6ltott palya van, amely az elektronsiriségbol
kifejezheté: f(r)=./r (r)/2. Ezt behelyettesitve a fenti egyenletbe a KS potencid is
kifejezhet6vé valik:

sy Ner(r) (Rir(n)”
U F

+e, (67)

ahol e az ioniz&cids energia. A KS egyenletek sgjatértékeinek, e, és sajétflggvényeinek, j i,
nincs fizikai értelme egyetlen kivétellel. 1zolalt rendszerek esetében, ahol v(¥) = 0O, beléathato,
hogy a legfelst pélya ionizacids energidja megegyezik a negativ egzakt ionizacids energiaval.
A mésik nagyon érdekes tulgjdonsag, hogy a KS péalydkbdl az egzakt alapéllapotu
elektronsiiriiséget is meg lehet kapni, mert tikrozik a korrelécids hatasokat is.

A kllénb6z6 energiatagokat az atomi bézisfliggvényekkel kifejtve a kovetkezo egyenletekhez
jutunk:

bazs fuggvények z 1 _n
Er=8 A ()% =R2% (r)dr 68
r=a a c):m()82 Hpn() (68)
b%zis nggc\)/ények atomgwagok . é Z l]
Ev=3a a P, & OFnl)e"2 . (r)ar (69)
m n A er - RAG
1 b%jsmggc\alények o o
B=Ja a aaP.R.mils) (70)
m n | s
Ex + Ec= ¢F(r (r),Nr (r)N?r (r)t ,..)dr (72)

Az 68-70 egyenlet pontosan megfelel a HF modszer egyenleteinek, egyetlen kivétel, hogy KS
molekulapélydkat haszndlunk, és az ebbdl szdmithato elektronsiriiséget. A 6 eltérés a 71.
egyenlet, amelyben a cserélédési és korrelaciés energia Osszegét egy funkciondl
kiintegraldsdval hatarozzuk meg. Az egzakt funkciond nem ismert, a kdzelité funkcionélokat
pedig nem tudjuk analitikusan integrélni, ezért egy récs pontjaiban integrdlunk numerikus
modszerekkel. Altaldban kiilon adjék meg a cserélédési és a korreléacios funkciondlokat,
ezeket lehet kombinalni. Megfigyelhetd, hogy a cserélédési és a korrelacids funkcionalok
hiba sok esetben kulon-kilon nagyobbak, mint a két funkcional kombinacidja utan. Ez azért
van igy mert a hibak ellentétes eldjeliiek és az Osszegzett hiba igy kisebb lehet, mint a
komponensek hibai. A kombindlas sorén azonban Ugyelni kell arra, hogy a hibakompenzécio
megmaradjon, ezért nem lehet tetszleges funkciondlokat Osszeparositani. A cserél6dési
funkcionalt lehet a HFR mddszer mintajara egzaktul szdmitani, de eddig nem taldltak olyan
korrelécios funkciondlt, ami jol mitkbdne atiszta egzakt cserélédési funkcionallal. Viszont azt
tapasztaltédk, hogy 20-25% egzakt cserél6dés és hozzakeverése egyes funkciondlokhoz sokat
javit az eredmeényeken, és ezek a hibrid funkciondl ok nagyon jol alkalmazhatok a kémiaban.

A gyakorlati alkalmazasok soran minden azon mulik, hogy hogyan kozelitjuk az ExJr (r)]
funkciondlt. A lokalis siiriiseg kozelités (angolul local density approximation, amit LDA-nak
roviditenek) ar siriiségi homogén kdlcsonhatod elektrongaz egy elektronra jutd cserélédési-
korrel&cios energigjét hasznélja erre a célra. Ennek értéke nagyon pontosan ismert. Az LDA
funkciona kielégiti a cserél6dési és korrelécios lyukra vonatkozd dsszegszabalyokat is (46.
egyenlet). Az LDA lassan véltozd siriségi elektrongéz esetén ad j6 megoldést, de a
tapasztalat szerint mas esetekben is viszonylag jél alkalmazhat6, de a kémiai pontosségtol
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messze elmarad, kilondsen kovalens kotések esetében. A kozelités kovetkezd szintjét
atalanositott gradiens kozelitésnek nevezték el (angol roviditése GGA). Ebben a modszerben
az elektronsiriiseg gradiensét is felhaszndljak a cserélédési-korrelacios  funkcional
felépitésekor.

Az aldbbi GGA-DFT és hibrid funkciondlokat hasznaljak széles korben:

BP: afunkciondl cserdédési tagjat 1988-ban Becke” a korrel4ciés tagjat 1986-ban Perdew felesztette
ki.® Mindké funkciond az LDA kdzelitésbél indul ki és azokhoz illeszt gradiens korrekcict.

BPW: aBecke cserdédési funkciondl és a Perdew-Wang 91 korrel &cids funkciondl* kombinécidja.
BLYP: aBecke cseré6dési funkciondl ésa Lee, Yang, Parr korrelécios funkciond ° kombinécidja.

B3P és B3PW: ezek az U.n. hibrid mdédszerek, tobb cserdlddési és korrdacios funkciond linedris
kombinéci6i az aldbbi formaban:

AE,[Egzakt] + (1-A)*Ey[S] + BsDEy[B]+EVWNS5]+CsDEJP], (72)

ahol Ey[Egzakt] a KS palyakbol a HF modszerben alkalmazott képlet szerint, egzakt maodon,
kozelités nélkil szamitott cserélodési energia, Ey[S] a Slater dtal javasolt cserdodési
funkcionalbdl szamitott energia, DEy[B] a Becke dltal javasolt GGA cserél6dési energia korrekcio,
EJ[VWNS5] a Vosko, Wilk és Nussair® dltal javasolt korrelécios funkciondlbdl szamitott energia,
DEJ[P] a Perdew vagy a Perdew-Wang GGA korrelacios korrekcio. Az A, B & C
linedrkoefficienseket Becke hatérozta meg* Ggy, hogy a G2 adatbézis képzédéshsihez illesztette a
szamitott képzédéshoket (A=0.2, B=0.72, C=0.81). Becke eredetileg a PW korrelécids funkcionalt
haszndlta, de ugyanazok az A, B é C linearkoefficiensek jO0 eredményt adnak a régebbi P
korrdécids funkciondlal is.

B3LYP: ezt a hibrid funkciondlt a GAUSSIAN 92/DFT’ programban publikéltak elészér a Becke ltal
javasolt B3PW hibrid médszer mintgjara az aldbbi alakban:

AE,[Egzakt] + (1-A)*Ey[S] + BeEy[B]+ (1-C) *EJ[VWN3]+C-EJLYP], (73)

ahol a jeltlések megfelelnek az el6z6 egyenlet jel6léseinek. A korrelacids részt azért kellett erésen
atalakitani, mert a LYP korrdaciés funkciond nem a VWN3 LDA Kkorrelaciés funkcionél
korrekcidja igy ez utobbi stlyéat csokkenteni kell, nehogy talzott korrel&ciot vezessiink be. Erdekes
maodon a Becke dltal eredetileg gjanlott A, B és C linedrkoefficiensek j6 eredményt adnak ezzel a
maodszerrd is. Itt meg kell emliteni, hogy a LY P funkciondl sulyosan hibés eredményt ad homogén
elektrongézra, mivel hatérértékben nem az LDA-hoz tart. A P és PW korreléacios funkcional az
LDA korrekcidja, ezért ez a probléma fel sem mertlhet. Az elvi hibak ellenére a BLYP és
kilondsen a B3LY P mbdszer népszerii.

PBE (1996): egy egzakt feltéeleken alapuld cserdddési és korrelécids funkciondl, j6 eredményt ad
molekulék és szilard testek esetébenis.

PBEsol (2008): A PBE-hez hasonl6, de egzakt cserd6dési gradiens korrekcid sorfejtésen alapul 6
funkciondl. Szilérd testek esetében nagyon j6 eredményeket ad, de a képzédési entalpiak rosszabbak,
mint PBE-vel szamitva.®

TPSS (2003): egy egzakt feltételeken alapul6 cserélédési és korrelaciés funkcional, ami felhaszndlja a

pozitiv kinetikus energia siiriiséget is (meta-GGA). A PBE-hez hasonlé eredményt ad szilard testek
esetében, de molekulak esetében gyakran jobb.
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A mbdszer miveletigénye a tradiciondlis korrelacios mddszereknél sokkal kedvezobb, a
jelenlegi algoritmusok haszndlata mellett a rendszer méretének novekedésevel a kobos
fuggésnél Iényegesen kevésbé né. Emiatt nagyobb molekuldk (1000 atom) esetében a DFT az
egyetlen moddszer, amellyel korrelacidés energia lehet szamolni, mert a hagyoményos
hullamfiiggvényen alapul6 korrelacids modszerek miiveletigénye az 5.-7. hatvany szerint né a
mérettel. A DFT mddszerek miiveletigényének méretfliggését tovabb lehet csokkenteni a
hagyomanyos algoritmusok linedris meéretfliggést mutatd agoritmusokra torténd
lecserélésével.

Fontos azonban felhivni a figyelmet arra, hogy a GGA-DFT csak formalizmusaban hasonlit a
KS egyenletekre a kozelité funkciondlok nem rendelkeznek az egzakt KS funkciond
tulgjdonsagaival. Ennek kovetkezménye, hogy pl. a GGA-DFT legfelst betdltétt paysjanak
sgjétértéke nem lesz egyenl6 a pontos ioniz&cios energiaval hanem az ionizécids energia és az
elektronaffinitas étlagét fogja adni. A GGA-DFT palydkbol kapott elektronsiriség nem fog
megegyezni az egzakt elektronsiriséggel. Az energia kifejezésben megjelenhet az
onkolcsonhatasi hiba, azaz a GGA-DFT funkciondlok egy egy-elektronos rendszer (pl. H
atom) esetében nem adnak nulla cserélédési vagy korrelacios energiét. Ez a hiba kilénosen
zavarG lehet hidrogén absztrakcios reakciok energiagatjanak (égés) leirasakor. Jelenleg a
GGA-DFT elvi, ahaghatatlan hibéinak feltarasa folyik, ekdzben Uj funkciondlok keletkeznek.
Ennek legsikeresebb példgja a hibrid funkcional csalad vagy més néven ACM (adiabatikus
csatolési modszer, angolul adiabatic connection method). Az ACM egy olyan integrél képlet,
amelyben az elektron-elektron kolcsonhatast a kdlcsonhatasban nem lévé rendszertsl (nulla
elektron-elektron csatolas) a teljes kdlcsonhatasban 1évo rendszerig integrélva irjék fel. Az
egzakt cserélodés bevezetésenek gondolatmenete a kovetkezé: Az ACM szerinti analizis azt
mutatja, hogy az egzaktul, a KS payakbdl szamitott cseréédés bevezetése hatékonyan
kompenzélja az LSDA és GGA-DFT funkciondlok altal kis vagy nulla elektron-elektron
csatolés esetén elkévetett hibgjéat. %1 Ez a hiba abbdl fakad, hogy az LSDA és GGA-DFT
funkcionalok lokdlisak abban az értelemben, hogy minden pontban csak az ott érvényes
elektrongiiriiség és gradiens értékét haszndljak fel, és teljesen fliggetlenek a szomszédos
pontban levé értékektol. Az ezekkel a mddszerekkel kapott jo eredmények miatt feltételezhets
hogy a molekulékban a valodi cserélédési korrelacio kelloképpen lokalis. De ez nem
dtalanosan érvényes, hiszen nagyon konnyti olyan példa konstrudlni, amelyet a lokalis
elektron lyuk nem tud leirni (pl. H," disszociécioja). A cserélédési-korrelécios lyuknak mas
kémiai kotések esetében is van egy kis, nem-lokalis komponense. Ebben az értelemben a
hibrid modszerekben az egzakt cserélédés bevezetése a nem lokdlis komponens bevezetését
jelenti a GGA-DFT egyenletekbe. A tapasztalat szerint is az eredmények 20-28%-nyi egzakt
cserél6dés bevezetése utén sok tertileten jol érzékelhetéen megjavultak. Példaul mig a tiszta
GGA funkciondlok mintegy 16-20 kJ/mol &tlagos hibaval szamitjak ki a G2 adatbézisban
taldlhatd kémiai reakciohoket, a hibrid funkcionadlok esetében ez a hiba 8-10 kJmol-ra
csokken.

A szokasos funkcionalokat 1asd:
Yan Zhao and Donald G. Truhlar* J. Chem. Theory Comput. 2005, 1, 415-432

Irodalomjegyzék

1 W. Kohn, L. Sham, Phys. Rev. A 140 (1965) 1133.
2 A.D. Becke, Phys. Rev. A, 1988, 38, 3098.

14



Csonka Gébor Siirtiségmatrixok

3 JP. Perdew, Phys. Rev. B, 1986, 33, 8822.

J.P. Perdew, in Electronic Structure of Solids "91, Ed. P. Ziesche ; H. Eschrig, Akademie
Verlag, Berlin, 1991, p 11.

C.Lee, W. Yang ; R. G. Parr, Phys. Rev. B, 37, 785 (1988).
S. H. Vosko, L. Wilk ; M. Nussair, Can. J. Phys. 58, 1200 (1980).

M. J. Frisch, G. W. Trucks, M. Head-Gordon, P. M. W. Gill, M. W. Wong, J. B. Foresman,
B. G. Johnson, H. B. Schlegel, M. A. Robb, E. S. Replogle, R. Gomperts, J. L. Andres, K.
Raghavachari, J. S. Binkley, C. Gonzalez, R. L. Martin, D. J. Fox, D. J. DeFrees, J. Baker,
J. J. P. Stewart, J. A. Pople, Gaussian 92/DFT, Revision F, Gaussian, Inc., Pittsburgh PA,
1993.

8 JP. Perdew, A. Ruzsinszky, G.I. Csonka, O.A. Vydrov, G.E. Scuseria, L.A. Constantin, X.
Zhou, and K. Burke, http://arxiv.org/abs/0711.0156 Phys. Rev. Lett. 2008 accepted
® A.D. Becke, J. Chem. Phys. 104 (1996) 1040.

19 M. Ernzerhof, Chem. Phys. Lett. 263 (1996) 499.

13 J. P. Perdew, M. Ernzerhof, K. Burke, J. Chem. Phys. 105 (1996) 9982. b) A Gorling,
M. Levy, J. Chem. Phys. 106 (1997) 2675.

15


http://arxiv.org/abs/0711.0156

